
For�a Grav��tia�e a for�a entre dois objetos ma�i�os
por exemplo entre a Terra e o Sol

- � -�Sol M Terram~Fg �~Fg
distânia r

Fg = ����~Fg���� = G mMr2 (Newton)
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a Equa�~ao de Movimento da Terra

Sol�	x
6z -y

��:~r(t) �Terram��:̂r
dire�~ao da for�a grav��tia: r̂sentido da for�a grav��tia: �r̂

m � aelera�~ao = � G m Mr2 r̂aelera�~ao = d2~r(t)dt2m � d2~r(t)dt2 = � G m Mr2 r̂
As solu�~oes da �ultima equa�~ao representam as �orbitasdos planetas e ometas.
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Prin��pio da Equivalêniamassa grav��tia mg?m� aelera�~ao = � G m Mr2 r̂massa de in�eria me6
mg = me ?

experiênia �����me �mgme �����L. von E�otv�os (Budapest, 1890) < 0:000000005R.H. Dike (Prineton, 1964) < 0:00000000001
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Suponha-se ent~ao:mg = me
Ou seja,omme� aelera�~ao = � G mg Mr2 r̂temosaelera�~ao = � G Mr2 r̂

- N~ao h�a referênia �a massa da Terra.- Movimento da Terra �e independenteda sua massa (Galileo).- Qualquer outro objeto na �orbita da Terraia demorar um anopara fazer uma volta ompleta,tal omo a Terra.
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Einstein
Conlus~ao:- N~ao �e preiso preoupar-me om osobjetos.- Os aminhos s~ao iguais para todos osobjetos.- Apenas �e preiso determinar os aminhos.
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Curvatura e aminhos naturais:
Num terreno aidentada h�a aminhos naturais.A melhor maneira de desobri-los�edeixar uma bola rolar livrementeouestudar as orrentes de �agua da huva.Estes aminhos naturais hamam-se geod�esias.

Por exemplo, numa esferaas geod�esias s~ao os ��rulos m�aximos.
Carl Friedrih Gauss (1777-1855)Janos B�olyai (1802-1860)Nikolay Ivanovih Lobahevski (1793-1856)Georg Friedrih Bernhard Riemann (1826-1866)
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O Tempo
Em Meânia Cl�assia o tempo tem um papel espeial.Por exemplo: vetor de posi�~ao ~r(t)O vetor de posi�~ao de um objeto representa trêsfun�~oes dependentes do tempox(t), y(t) e z(t).As oordenadas do espa�o (3 dimens~oes) s~aox, y e z.
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Einstein
o Tempo �e apenas mais uma oordenada

Em Relatividade (4 dimens~oes)t, x, y e zs~ao as oordenadas do espa�o-tempo.
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Caminhos Naturais
� ���I (t1; x1; y1; z1)evento 1

��I (t2; x2; y2; z2)evento 2
:9distânia natural �s aminho natural

intervalo entre eventos:�t = t2 � t1�x = x2 � x1�y = y2 � y1�z = z2 � z1distânia natural: �s(�s)2 =gtt (�t)2 + gtx �t �x + gty �t �y + gtz �t �z +gxt �x �t + gxx (�x)2 + gxy �x �y + gxz �x �z +gyt �y �t + gyx �y �x + gyy (�y)2 + gyz �y �z +gzt �z �t + gzx �z �x + gzy �z �y + gzz (�z)2
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A M�etria0BBBBBBBBBBBBBBB�
gtt gtx gty gtzgxt gxx gxy gzxgyt gyx gyy gyzgzt gzx gzy gzz

1CCCCCCCCCCCCCCCA- H�a 16 elementos g�� da m�etria- �; � = 0 (t), 1 (x), 2 (y) ou 3 (z).- De�na-se x0 = t, x1 = x, x2 = y e x3 = z.- No entanto temos g�� = g�� (matriz sim�etria)- portanto, h�a 10 elementos g�� independentes
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as For�as de Mar�e
Em geral, os elementos g�� da m�etria n~ao s~aoonstantes, mas sim fun�~oes do espa�o-tempo:g�� = g��(t; x; y; z)H�a for�as de mar�e quando as segundas derivadas dam�etria n~ao se anulam.

�
�
?
6� �- � ?

sistema de in�eria loal
um elevadoremqueda livre ou um sat�elitenuma �orbitada Terra

Um elevador em queda livre representa um sistema dein�eria loal.A pequenas distânias e durante um urto intervalo detempo os objetos aem om o observador sem se mexerem.Mas para intervalos de tempo maiores observa-se que osobjetos se afastam uns dos outros na dire�~ao da queda ese aproximam mutuamente na dire�~ao perpendiular.S~ao estas as for�as respons�aveis pelos movimentos demar�e dos oeanos. 11



Einstein
Quando a m�etriade um determinado ampo grav��tio�e onheidapodemos determinar os aminhos naturais,ou seja,os movimentos de objetos.

Determinar os Caminhos Naturais�eresolver a Equa�~ao Geod�esia
d2x�ds2 + ���� dx�ds dx�ds = 0
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a Equa�~ao Geod�esia
0 = d2x�ds2 +��tt  dtds!2 + ��tx dtds dxds + ��ty dtds dyds + ��tz dtds dzds +��xt dxds dtds + ��xx  dxds !2 + ��xy dxds dyds + ��xz dxds dzds +��yt dyds dtds + ��yx dyds dxds + ��yy  dyds!2 + ��yz dyds dzds +��zt dzds dtds + ��zx dzds dxds + ��zy dzds dyds + ��zz  dzds!2para � = 0, � = 1, � = 2 e � = 3.S~ao quatro equa�~oes difereniais aopladaspara resolver t(s), x(s), y(s) e z(s).

Simetria: ���� = ����
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Conex~ao A�m (Christo�el, 1867)
���� = g�� ����

g�� s~ao os elementos do inverso da m�etria g��
���� = 12 8<:�g���x� + �g���x� � �g���x� 9=;

Lembrem-se que a derivada parial signi�a�g���x0 = 264d g��(t; x; y; z)dt 375x; y; z onstantes�g���x1 = 264d g��(t; x; y; z)dx 375t; y; z onstantesetetera
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Determinar a M�etria
Einstein:\Deve existir uma rela�~ao entrea m�etriae a distribui�~ao de massa"
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Por exemplo:
O Sol �e a massa mais relevante do sistema solar.Portanto, o ampo grav��tio do sistema solar �e, numaprimeira aproxima�~ao, inteiramente determinado pelamassa do Sol.

massa/(massa Sol)Sol 1.0J�upiter 0.00095Saturno 0.00028Neptuno 0.000052Urano 0.000043Terra 0.000003V�enus 0.0000024
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o Tensor de Energia-Momento
Neste tensor(uma matriz sim�etria 4� 4)s~ao armazenadas todas as informa�~oes sobrea distribui�~ao de massae as orrentes de massa.T�� (t; ~r )

Por exemplo, para uma massa (M) pontualno entro do sistema de oordenadas
0BBBBBBBB� MÆ(r) 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 0

1CCCCCCCCA =
8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

0BBBBBBBB� M 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 0
1CCCCCCCCA se r = 0

0BBBBBBBB� 0 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 0
1CCCCCCCCA se r 6= 0
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a Equa�~ao de Einstein (1915)
Rela�~ao m�etria e Tensor de Energia-Momento

G�� (t; ~r ) = 8�G T�� (t; ~r )
Tensor de Einstein G��
a Equa�~ao de Einsteinonstitui10 equa�~oes difereniais de segunda ordem
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Tensor de Einstein
1. Tensor de CurvaturaR���� = ������x� � ������x� + �������� � ��������2. Tensor de RiiR�� = g�� g�� R����3. Esalar de urvaturaR = g�� R��
4. Tensor de EinsteinG�� = R�� � 12 g�� R
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A partir da m�etria
g�� | m�etria���� | onex~ao a�mR���� | tensor de urvaturaR�� | tensor de RiiR | esalar de urvaturaG�� | tensor de EinsteinT�� | tensor de energia-momento

C�alulos e muitos,mas sem problemas fundamentais.
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A partir do tensor de energia-momentoT�� �! g��mais dif��il
Temos de resolver umas equa�~oes difereniais de segundaordem.Ideias s~ao Bem Vindas.
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a Solu�~ao de Shwarzshild (1916)O Karl Shwarshild resolveu a equa�~ao de Einstein umano depois da sua publia�~ao por Einstein, para umadistribui�~ao esferiamente sim�etria de massa.o Tensor de Energia-Momento para uma distribui�~aoesferiamente sim�etria de massa �e dado na p�agina 17.
a M�etria que resolve a equa�~ao de Einstein para esteTensor de Energia-Momento �e dada pords2 = A(r) dt2 � dr2A(r) � r2 �d#2 + sin2(#)d'2�om A(r) = 1� 2MGr

em Coordenadas Esf�erias t, r, # e '.x = r sin(#) os(')y = r sin(#) sin(')z = r os(#)

22



planetas e ometas
Para objetos que têm veloidades modestas (beminferior �a da luz), a partir da equa�~ao geod�esia para am�etria de Shwarzshild obtemos aminhos naturaisdados porr(') = j2=MG1 � e os(')

ome = 0 irumferênias0 < e < 1 elipsese = 1 par�abolase > 1 hip�erbolasS~ao as �orbitas de Keppler.

23



a Deex~ao da luz no ampo grav��tio doSol
SolXXz -raio de luzestrela Terra

A m�etria de Shwarzshild resolve as �orbitas de Keppler,mas tamb�em desreveos aminhos (raios) da luz.
De aordo om a teoria de Einstein tamb�em o movimentoda luz �e inueniado pelo ampo grav��tio.
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o Ângulo de deex~ao
Rr�' -

Com a solu�~ao de Shwarzshild �e poss��vel fazerprevis~oes:
�' =  4MGR ! � Rr4MGRSol 1:7500J�upiter 0:01600Saturno 0:005800Neptuno 0:02500Urano 0:002000Terra 0:0005800V�enus 0:0004700 ( 100 = 0:00028Æ )
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a Experiênia (1922)
��

���
� �

A previs~ao da teoria de Einstein para o Sol �e 1:7500
4MGR = rR � �'
Elipse total do Solem Wallal (Austr�alia) dia 21 de Setembro de 1922deex~ao observada de 15 estrelaspor Campbell e Trumpler4MGR = 1:7300 � 0:3100
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os Dados Experimentais
�' R=r 4MGR0:7000 0.445 1:92000:5000 0.261 1:92000:4300 0.323 1:33000:4000 0.240 1:67000:4000 0.204 1:96000:3700 0.148 2:50000:3300 0.176 1:87000:3000 0.158 1:90000:3000 0.188 1:60000:3000 0.182 1:65000:2700 0.155 1:74000:2500 0.148 1:69000:2500 0.146 1:71000:2000 0.150 1:33000:2000 0.173 1:1500
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o Universo
Estrelas s~ao pequenas luzes penduradas no �rmamentopara enfeitar as noites. Qualquer que seja a explia�~ao paraa sua existênia, as estrelas brilham para nos agradar e nosfazer sentir bem durante a noite. N~ao h�a mal nenhum emapenas aeitar esta maravilhosa prenda da Natureza.No entanto, o estudo da natureza das estrelas revelou-nos ainda mais maravilhas.A vida de uma estrela vai a partir do seu nasimentoat�e ao seu �m. Ela vive uns bons bilh~oes de anos e por-tanto raramente se repara na evolu�~ao de uma estrela. Asestrelas na nossa vizinhan�a s~ao bastante est�aveis. Mas adistânias mais longas, muitas estrelas est~ao a naser ou ahegar ao seu �m. Para estudar a vida de uma estrela s~aopreisos observat�orios om bons teles�opios. Os melhoresque temos hoje em dia s~ao os sat�elites Hubble e Chandra.

28



a Estrela mais pr�oxima
Durante o dia a estrela mais pr�oxima �e o Sol. �E umaestrela de tamanho m�edio, jovem (apenas uns ino bilh~oesde anos de vida) e viril.De noite a estrela mais pr�oxima �e Alfa de Centauro C.Uma estrela brilhante a 4 anos-luz de distânia. Isto sig-ni�a que observa�~oes desta estrela relatam eventos passa-dos quatro anos atr�as.No interior do Sol a temperatura �e de 15 milh~oes degraus por ausa das rea�~oes nuleares,basiamente a transforma�~ao de Hidrog�enio em H�elio.�A superf��ie do Sol a temperatura �e de 6000 graus.
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a Vida de uma Estrelaantes Nebulosa(nuvem de gases, Hidrog�enio e H�elio, e poeiro)fase 1 - a For�a Grav��tia faz o g�as ontrair-se- ome�am as rea�~oes nuleares- a Temperatura no interior aumentafase 2 durante entenas de milh~oes at�e bilh~oes de anostransforma-se Hidrog�enio em H�eliofase 3 H�elio transforma-se em Carbonoo �m Estrelas grandes aabam mais rapidamente omo seu ombust��vel do que estrelas pequenaso �m depende do tamanho da estrela.
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An~oes Amarelos
Estrelas do tamanho do nosso Sol.Vivem v�arios bilh~oes de anos, mas s~ao menos quentesque os gigantes.No �m do seu ilo resem iniialmente e tornam-se gi-gantes vermelhos. Depois diluem-se e formam uma nuvemplanet�aria.O n�uleo, iniialmente muito quente (an~ao brano), ar-refee (an~ao vermelho) e aaba sem emitir luz vis��vel.
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Gigantes Azuis
Estrelas pesadas emitem luz brana ou azul e s~ao muitoquentes. Elas vivem umas entenas de milh~oes de anos.Depois resemmuito, tornam-se supergigantes e aabamnuma explos~ao (supernova). Do n�uleo forma-se uma es-trela de neutr~oes ou, �as vezes, um burao negro.Uma estrela de neutr~oesemite radia�~ao om as frequênias da r�adio.Um burao negro n~ao emite radia�~ao nenhuma.
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o Burao Negro
a Solu�~ao de Shwarzshild (p�agina 22)tem uma singularidade quandoA(r) = 0 , ou seja, quando r = 2MGDe uma estrela nem sequer luz �e emitida,quando ela tem um tamanho inferior a esta distânia.Por isso o nome: burao negro.A teoria de Einstein previu a existênia destes objetos.
Entretanto,v�arios destes objetos j�a foram detetados.Desde pequenos,om uma massa de algumas vezes a massa do Sole um tamanho de pouos quil�ometros,at�e gigantes,dois bilh~oes de vezes mais pesados do que o Sole do tamanho do nosso sistema solar.
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