MECANICA QUANTICA II
Exame Normal, Terga-feira, 26 de Junho de 2012

Considere uma particula de massa m cujo deslocamento unidimensional é des-
crito pelo seguinte Hamiltoniano.

2
H=Hy+U(x) com Hy= ZPL + imw’z® . (1)
m

Mostre que, com a definicdo dos operadores (em unidades i = 1)

o Elr) =Bz o

o Hamiltoniano Hy pode ser dado por
Hy=w (aTa + %)

e determine os comutadores [a , aq, [Hy , a] e {Hg , aT}.

Os estados préprios normalizados do Hamiltoniano Hy sao designados por |n).
O estado fundamental, |0), é dado por

[mw]”‘l —Imwa?
e

T
Determine (i) a|0), (ii) [1) = a'|0) e (iii) Hy|0).

Determine o valor préprio do estado |1) sob Hy e a normalizacao de |1).
Determine o valor expectavel (0 |U(x)| 1) para U(z) = gx.

Determine a correccao de primeira ordem em g ao nivel energético do estado
fundamental de Hy quando se aplica uma perturbagao U(x) = gz

Compare o resultado da alinea (e) com o nivel energético do estado fundamen-
tal de H, aplicando uma redefini¢ao de w.



Considere uma particula que se desloca numa dimensao (de x | —oo para
x 1 +00) e cuja fungdo de onda é dada por (em unidades h = 1):

etk + Re~tk para x < —L
P(x) ={ Aeft 4+ Be ™" para —L<ax<L (3)

Ttk para x > L

Demonstre que a func¢ao de onda (3) é solugao da seguinte equagao de onda:

s + U@ vt = Euta)
com k? =2mkE, k> =2m(V — E) e
0 para x < —L
Ulz)=X V>E>0 para —L<z<L

0 para x > L

Utilizando as condicoes fronteiras em x = —L e x = L, mostre que os coefi-
cientes R e T" da Equagao (3) obedecem as seguintes relagoes:

/ —2kL
2 E(V —FE)e
T = ( )

2,/E(V — E) cosh(2kL) +i(V — 2E) sinh(2x L)

R —iVe 2tkL sinh(2kL)

2\/E(V — E) cosh(2kL) +i(V — 2E) sinh(2kL)

onde cosh(xz) = 4 (¢* +e77) e sinh(x) = 4 (e — e 7).
Determine a expressao para |R|” + |T|° e mostre que para 2L > 1 se verifica

. 16E(V — B)e KL

V2

Uma feixe de electroes choca contra uma barreira potencial de V' = 2.0 eV e
com uma largura de 2L = 1.5 nm. Cada electrao tem uma massa igual a 0.5
MeV (em unidades h = ¢ = 1) e uma energia cinética £ = 1.0 eV.

Determine a fraccao dos electrées transmitidos pela barreira, isto é |T'|°.
Notar que 1 = 2.0 x 1077 eVm em unidades h = ¢ = 1.



Considere um sistema de dois estados descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

A % A:MJr%(AM—%Z'(%Jr%))
H = com . (4)
Br A B=—1(AM+ iy —))

O parametro complexo r é dado pela expressao r = 1 — 2¢ onde |¢| < 1.
Notar que H nao é hermitico e portanto H' # H.

Mostre que os dois estados préprios normalizados do Hamiltoniano (4) sao
dados por

= )

e determine os valores préprios F..

Seja um estado abitrario ¢ (t) deste sistema no instant ¢ = 0 dado pelo ” pacote
de ondas” (cy constantes)

Y(0) =cidy + -

Mostre que o desenvolvimento temporal ¢ (t) = et tlp(O) pode ser dado por

0(0) = {5y — ) eIt — (5~ e Eeth (o)

b, —

Determine a amplitude da probabiblidade de transicao, <¢ ‘e_iH t‘ T>, entre
os estados

e mostre que

(4 e D = 2 {e—%t be Nt _ o3 ()l cos(AMt)}

A figura na pagina seguinte mostra as observagoes experimentais da desinte-
gragao do mesao Kaon neutro. O Kaon neutro é um estado misto do sistema
de dois niveis que consiste dos estados préprios Kg de vida curta e K, de
vida longa. As massas do Kg e K, sao aproximadamente idénticas, nomeada-
mente Mg ~ M; ~ 500 MeV. Os tempos de vida média de Kg e K sao
respectivamente 47! = 0.90 x 1070 s e v, =52 x 107% s.

Determine, a partir das observacoes experimentais, a diferenca de massa em
eV entre os dois estados proprios, AM = M — M.

Notar que 1 = 0.66 x 107! eVs em unidades h = ¢ = 1.
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4. Considere um sistema caracterizado pela seguinte base de dez estados.

Y @ (7) 0
, , com m=0,%1,£2 . (5)
0 Y2 (7)

Rotagoes no espago de coordenadas 7 actuam nesta base da seguinte forma:

L 0 0 1 L 1
nenteso(B )9 0)=(5 1)

O N
=
N[
N——
I
/N
&~
183
S+
N[
h
N
| (@]
N[
~__—

LY =6 —mm+1) Y2, ¢ LY®=my® .

m

a Utilizando Sy = S, £S5, e [S4, 5] = 2S,, demonstre que

SP=82+4 5+ 57 =5(5:S-+8-8,)+52=55+S5.+57 .

b  Demonstre que L_L,Y,?) = (6 —m(m+1))Y,? =(6—L>—L,)Y?.

m

¢ Determine os valores préprios de L?, L., S? e S, de cada um dos dez estados
da base referida na Equagao (5).

d Estes estados formam uma base ortonormal do espaco {s = 1} ® {¢ = 2}.
Temos por exemplo:

v
s:%,szz+%>®|€:2,&:+2>:( )
0

ou simplesmente

(2)
+3) ® 1+2) = ( e ) ,

0

Determine relagoes semelhantes para os outros nove estados.



5. Uma outra base ortonormal do espago {s = 3} ® {¢ = 2}, considerado no
exercicio 4, é dada por:

4v-(2) 31/(2) (2) v (2)
Yy Jir§ NE? JEYS Jir§ 0
) ) b b 2
0 J s N e N 1y v

2 2 2 2
Y 2 ’ Y 2 ' Y. 2 jr 2)

a Utilizando os resultados das alineas (4a) e (4b), demonstre que

(P (R () [l e
J = =
bYrﬂl Ly —-L.+% bYrﬁl (a 6—m(m+1)+0b (2743 - m)) Yrg)d

b  Determine os valores préprios de J? e J, de cada um dos dez estados da nova
base.

¢ Verifica-se que podemos dividir o espaco {s = $}®{¢ = 2} em dois subespagos:
{ ] = g} de seis dimensoes e { ] = %} de quatro dimensoes. Os estados destes
ultimos espacos sao designados por |j, j,). Temos por exemplo:
v
5 15\ _ ]
§,+§>— . = ’+§>®|+2> .

Determine relagoes semelhantes para os outros nove estados da nova base.

d Os coeficientes das relagoes mencionadas na alinea ¢ chamam-se coeficientes

de Clebsch-Gordan (CCG) e sao designados por:
t s 3
EZ SZ jZ .
Da relacao dada na alinea (c) determina-se por exemplo:

)-1.

Determine os outros CCG das relacoes entre as bases dos subespacos { j = g}

e {j = %} e a base do espaco {s = 3} ® {¢ = 2} do exercicio 4.

N[
N[Ot N[Ot

2
+2 +5 +



Solutions



Exercicio 1

a. We start with, remember [z | p|] = 1,

da= T2 (o i ) T (2 i )

2m w
and
2 mw 2 mw
omw [, 1 p? N p?
92 <x me =PI+ 2w2> 2 (:1: + mw + m2w?
1 (p 1, 2.2 v Ho 1
We find then

[a, aq :aaT—aTa:%—i-%— <@—%) =1
Also using the latter result, we obtain
[Hy , a] = Hya — aHy = w (aTaa - aaTa) =w [aT , a] a=—wa
and
[Hy, a) = Hya' —a'Hy = w (aTaaT - aTaTa) = wa' [a , aq = wa'

b. We determine

and



mw [mw]/4 1 —Imwa?
=/ — [—} (x - — (—mw:p)) e
2 T mw
oy [T [mw]”‘l —dmwa?
=2r\— |—]| e
2 T

The eigenvalue of |0) for Hy is obtained from

Hol0) = w <aTa + ;) 0) = w <afa|o> + §|o>> _y <0 + §|o>) — L,0)

Hence, the eigenvalue of |0) for Hy equals $w.

c. The eigenvalue of |1) = a|0) for Hy is obtained from

Ho|1) = Hya'|0) = w (aTa + %) a'l0) = w (aTaaT|O> + %aT\O)) =

=w (aT ({a : aq + aTa) |0) + %a”O)) =w (aT (1 + aTa) 0) + %a”()})

_y <aT (10) + 0) + %aT|O>) — 2afw|0)

Hence, the eigenvalue of a'|0) for Hy equals 3w.

The normalisation of a'|0) is determined by

o) = ( (a'10)) " [afl0) ) =

— (0]aaf| 0) = (0| o + 3

Hence, a'|0) is normalised.

d. We first determine

Using this result, we find

(0[U()[1) = (0]gx| 1) = g(0]2| 1) :g<0r L (a+aT)’ 1> _

= 7= (0(a+ ') '] 0) = —7= ({0]aal|0) + (0]a'a'|0))

_ 9 <<0 ‘QQ 1
—= + L
2mw w .

2mw

1 1
(a+af) = ( m”(x+ii)+ %(x_ii))
2mw 2mw 2 mw 2 mw

0>+<(a|0>)T]aT]0>>: I ((0]0) +0

o>:<0\%+%\0>:<0|0>:1




e. We first determine

2 = ! (a + aT)Q = QTizw (aa + aal + ala + aTaT)

Using this result, we find

g = (0[U(x)]0) = (0]g2%| 0) = g(0]2% 0) =

= g<0 ‘2n1uu (aa +aa’ +ata + aTaT)‘ 0>
= ﬁ ((0 laal 0) + <0 (aaT + aTa’ O> + <O ‘aTaT’ 0>)

g H, g
=—1(0 220 0> ):—
2mw( +<O‘ w‘ +0 2mw

f. We may compare this result with the result of a redefinition of w by w’, given by

2
H:H0+U({L‘):2p—m~|»%mw2x2+gx2:

2 92 2
I T
m m

2 2
W = w2+—g:w 1+ g2zw<1+ 92>
\ m mw mw

Hence the ground-state energy of H equals

We find
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Exercicio 2

ﬁ% <eikx +R6—ik:x) for < —I
—ﬁdd—;Teik:" for x> L
2]{% (ezkx +Re—zkx) for < —L
%Telkm for x> L

E (eikx + Re_“m) for x < —L
B

Ael T 1 Be_"m) for —L<z<L ;=EFE{(x)

ETeth for > 1L

b. The boundary conditions at x = —L are given by

Y@t —-L)=¢(x]-L) <& ekl | RethL — pe=rL | peiL

and

dr dx

We rewrite the boundary conditions

o—ikL _ pikL  _ 4 —KL | g.KL
and .
kL _ p kL _ —Tm < Ae—HL _ Be/@L)

The sum gives

26_ikL = A (1 — ﬁ) e_'I{L + B (1 + ﬁ) e’%L )

k k

The difference gives

oRetkL — 4 (1 + E) kL p (1 _ T) KL

k k

Hence,

() (0 ?

) e—liL + ik L (1 + %) e/iL + ik L
K

k

e P

)e—mL — kL (1 1 )emL — kL

)

A

dy (x1—L)= %(Q: l-L) < ik (e_ikL - ReikL> =K (Ae_’%L — BeK’L)



The boundary conditions at x = +L are given by
betL) =v@lL) o Al BemFL = ekl

dyp 1/1

%(:p TL)= ( L) & & (AeKL — Be_HL> = ikTe'R L

Hence,
A 1 T ( ?k) —kL +1ikL
o2 T(l_wlﬂ)elﬁL—i‘Zl{IL

We thus obtain

1) =KL+ KL (14 i) kL +ikL T(1+%) o—KL +ikL
T(l— %) e/QL—FikL

i) (1 _ %) emL} (2ikL

+ +
(1 + %) e 2Ly (1-18) (1 = %) e“L}

2 12 :
T {Cosh(Q/@L) + 218 /;kk sinh(2/<;L)} e2ikL

—%iT% sinh(2xL)

T {COSh (2kL)

\/7 sinh( QI{L)} 2ikL
\/7 sinh(2xL)

12



Hence,
o2k L
T = =

cosh(2xkL) + %ZM sinh(2xL)
JE(V — E)

2/E(V — E) e~ 2kL

2\/E(V — E) cosh(2kL) +i(V — 2E) sinh(2kL)

and

R= —%TL sinh(2xL) =
E(V - E)

—iVe 2tkL sinh(2kL)

2\/E(V — E) cosh(2kL) +i(V — 2E) sinh(2xL)
c. Using the relation
cosh®(z) — sinh*(z) = 1 (6:6 + e_x)Q — 2 (ex — e_x)Q =1,
we determine |R|* and |T|°.

R = —iVe 2tkL sinh(2xL) B

2,/E(V — E)cosh(2kL) +i(V — 2E) sinh(2x L)

_ V2 sinh?(2x L)
(2/B(V = E)cosh(2xL)) " + ((V — 2E) sinh(2xL))?
V2sinh®(2x1)

4E(V — E) (cosh2(2/£L) — sinhz(ZHL)) + V2 sinh?(2x L)

V2sinh?(2xL)

4B(V — E) + V?sinh®(2x L)

and

. 2,/E(V — E)e~2ikL B AE(V — E)

2/E(V — E)cosh(2kL) +i(V — 2E) sinh(2xL) AE(V — E) + V2sinh*(2k L)

We readily find
|R)* 4+ |T)* =1

13



Furthermore,

sinh(z) = 2 (em — e’m) =21, L€
Hence, for 2xL > 1 we obtain
|T|2 - AE(V — E) 4E(V — E)

AE(V — E) + V2?sinh®(26L)  4E(V — E) + V24ednl

16E(V — E)e4KL 16E(V — E)e4KL

16E(V — E)e4KL 4 2 V2

d. We first determine k for this case.

k=1/2m(V — FE) =

= /2 % (0.5 x 10° eV) x ((2.0 V) — (L0 eV)) = 1.0 x 10° eV

Then we determine 2xL.
261 =k x (2L) = (1.0 x 10° eV) x (1.5 x 10" m) =

B 1.5 x 1076 eVm

=1.5x10"%eVm =
x N = S 0% 107 eV

=75>1

We are thus allowed to use the approximations for 2L > 1 in order to determine |T'|>.

, 16E(V — B)e= 4l

7]
V2
16 (1.0 eV) (2.0 eV) — (1.0 eV)) e =2 X 75 15 ;
- —40xe 2 =133x10"
(2.0 eV)?

See also http://en.wikipedia.org/wiki/File:Effet Tunnel.gif at WikipediA.
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Exercicio 3

L1 O 0 Ot T O

Hence, the eigenvalues are given by £+ = A + B. For the normalization we determine

1 1 1
(ﬂ:(bi: (1 :tr*)( ): (1+r7r) =1
1+ |rf +r 1+ |rf?
b.
1 . .
E,—-E. {(E+ ~H)e (B H)e ZE+t}?/’(0) =
1 . .
= {(E+ _ H) e—ZEft o (E_ o H) e—ZEth} (C+¢+ +C_¢_)
E, - FE_
= _ & {<E+ _ E+>€—'iE_t _ (E, _ E+) e—iE+t}¢+ +
E, - FE_
c_ . w
*ﬁ {(E+ —E)e -t _(E__E)e ZE#} b
— C+6_iE+t¢+ +C_6_Z.E_t¢_ _ C+6_th¢+ + c_e_th¢_

— e (e g, e ) = eTHEy(0)

c. First, we use

(LIH| )= (0 1)(; i)(g)(o 1)(;)237»

Next, we use

(et =
- LGB ) = ) e B = (B 1) - (4 ) e Pt
- (B = BB () - By eI
- 5 — {0 Brye Bt — (0= prye~ 1Pt}

_ EfirE _—iBt +6—2E+t} _ f_; {_e—iEt +6—z’E+t}
_ g {_e—zE_t +e—zE+t}

15



Furthermore
E+:A+B:M—éml and E_ :A—B:M+AM—§¢72
Hence the transition amplitude equals
(e -

r {_e—i (M +AM — Jirg)t Ll (M = Lim) t}
2

2

_r {_e—i(M + AM)t — 379t 4 IMt - %w}

_ ge—th {_e—iAMt — 379t n e—%%t}
The decay rate is given by
i -
— 1P {_e—iAMt — 372t 6—%7115} {_eiAMt — 372t 6—%7115}
=ilrl {e_’ht 4ot _ mIAME = 5 (y+y2)t _ GAME— 5 (71 + ) t}

g {6—fylt et _ s ()t <ez’AMt N e—iAMt)}

= 1P {e—%t be et 9oz ()t COS(AMt)}
d. From the inset of the figure we read
AMT =27 for T=120x10""s
Hence,
AM =27/(12.0 x 1071 5) = 0.52 x 10" 57! =

=0.52x 10" s % 0.66 x 107 eVs = 3.5 x 107% eV

16



Exercicio 4
a. Using S, = 3 (S4 +5-) and S, = 5 (S, — S_), we obtain

S = Si+850+92

= (8,8 — 5.5, +25.8,)+ S

= 2(25.425.85,)+82=5.+5.5,+57 .
Note that, since Ly = L, £iL, and [L;, L_] = 2L, and, moreover, Jy = J, £4J, and [J,J_| =
2J,, one also has
P=L4+L+L=5(LyLo+L L)+ L2=L_Ly+L,+L2

and

P=L+ L+ =5+ I+ =J J+ .+ J? .

We will use those expressions in the following.

b.
LLYY = L (L.y?)=L. ( 6 —m(m+1) Y,ﬂl)

= J6—m(m+1) LY,

= J6—mm+1)\6—(m+1)(m+1-1)Y2
= (6-mm+1) VP =(6-m*—m) v, = (6-L2— L.)V,?) .
As a consequence, one has
LY = (L-Ly+L.+L2)YY
= (6-L2= L.+ L.+ L2) Y =6y, .

c. At the 2 x 2 basis L? = L?1. Hence,

Y2 L?* 0 Y 2 L*Y2) 6Y,(2) Y 2
0 0 L? 0 0 0 0

17



and

Y,(2) L. 0 Y2 L.Y2) my,?)
L. = = = =m
0 0 L. 0 0 0
0 L. 0 0 0 0
L, = = = =m
Y2 0 L., Y@ LY my,?

For S? one has

and

S? = S .8, +8,+52
(00 0 1, 2 0 N
L1 0 0 0 0 —3

_ (00, 1o N

o\ 01 0 —1

St )-8
0 1-1+1 0 2

Hence,

and

[Nl

0 1 0 0 0
SZ — 2 — = —
Y, ( 0 -3 ) Y, Ly Y,

d. Using the results of (c¢), with L? = ¢(¢ + 1) = 6, hence ¢ = 2 and 5% = s(s +
5= %, we obtain

18

1) =

(e

, hence



basis | (.| s. | state

v

; +2 |+ | s=1 5. =+5)®U=2L=42) =|+})®[+2)
e

+1 143 |]s=ts. =4+ =210 =+1 5 1
) s = b e ormni o = jopyorn
2

v 0] +3 =15 =41 (=2,0,=0 ) 0
2

Y—(l) 1 1 1 L

0 —1| 4+ ||s=3s.=+)@=2L=-1) =|+})®|-1)
2

0 —2 |4} | |s=1s.=+})® =20 =-2) +3) ®[-2)
0

, | |12t ls=s=d)el=26=42) =]l
v

0

y || A =he=g)el=2L=11) =|§)e )
v®

0

o || 0|t [ls=te=—elk=26=0 =|-})el)
y®

0

| =t =Yelk=26=-1) =|-} el
v

0

Y2
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Exercicio 5

a. Using the results of exercises (4a e b) one has for J? the following resul.

J? =

J_Jp+ J, + J?

)

L, 1
0 L.

L_

L_

L.+1
Jo (5

)

( L. 34+ L Ly+ L2
(344 L, L_ ([ 3+6+1L. L_
- Ly +I12—-L, ) Ly 24+6-L,
-L+- %g'_-Lz
Hence,
ay,® ( Z+L, L ay,?)
J? — —
by, Ly  F—L )\ 3,
( (¥ +L.) @ +bL_Y, )
alL,Y® ﬁ 1;)Y£21
a(Z+m) VP +0,/6—(m+1)(m+1-1)Y,7
ay/6 —m(m + 1) mm+mmﬂ+ﬂ%—m+nﬁﬁ
a (% +m)+b/6—m(m+1)} Y,
a 6 m(m +1)+b(%—m)} Y,,(ﬁl
b.

Y(Q)

+2
l.a=1,b=0,m=+2 for , hence

0

a(%er) +by/6 —m(m +1)
ay/6 —m(m+1)

and

20

+b(24—3—m):

+1

)

+1-1

_ 27 _ 35
=1x (z‘%—Q) +‘O——'Z

XV6—64+0=0 .



Consequently

(2) 35v/(2) (2)
J2 Yo _ | Yis g (g N 1) Yy
0 0 0
Hence j = g
Furthermore
2 1 2
YJ£2) B L.+3 0 Yiz) B
o 0 L.—3 0
(Y _(CenvEY _,(va
- - 2
0 0 0
Hence, 7, = +g.
ot
2. a=4/%,b=/5, m=+1 for , hence

Jivs

(27+m)+b\/6 m(m + 1) \[(27+2)+\/§\/6 2=2% /1

and
1(23 35 |1
ay/6 — m(m+1)+b<——m> \/7\/ +\/g<q > Ths
Consequently
2 2
XY (R
e —— = _|_
2\ 2
VEYE S e v
Hence j = g
Furthermore
(2) (2)
; \/EY-H _(Lz_'_% 0 ) \/§Y+1 B
? 2 | 1 2 |
5 Yiz) 0 L.—35 % Yiz)

Hence, 7, = +%.
3.(1:\/%,17: %,m:Ofor , hence

21



and
ay/6 — m(m+1)+b(——m) =\/§\/6—0+\@(?—0) _m 2
Consequently
(2) (2)
Vivs SRIERe (
2 2
VEvy S NER 2L

Hence j = g
Furthermore

Hence, j. = +3.

ST

— /2 _ /3 _
- a= g,b— g,m——]_ for ’hence

Vin?
a<%+m)+b 6—m(m+1):\/§<%7_ >+ 56-0=2 [2

amH)(——m) \[\/—+\[<23+1)_3I\F.

Consequently

and

NACANNE Nt (

JEYS
VERCRANAN VER )

\/gyo(?)

N ot
N ot

Hence j = g

Furthermore
2y® (Lz+% 0 ) N e
RWa B N N JSEr® B
2(L.+ ) v VE(-1+ v [ EY
) R ANV R R ANE
Hence, j, = —1.



1y(2)

5 Y5
5.a:\/1,b: 1 m = -2 for , hence
° ° NES

5o

a<%+m)+b 6—m(m+1):\/g<%_ >+ % 6_2:%\/g

and
Consequently

1+1(2) 35 [1v(2) 1v-(2)
(o) () 169 o
- —32\2
YRR Nt Vi

Hence j = g
Furthermore

0
6.a0,bl,m3f0r( )),henee

a<27f+m>+b\/6—m(m+1)20+1x\/6—6:0
a\/6—m(m+1)+b<27f’—m>:0+1>< <%+3>:% )

0 0 0
2 - _ 5 (s
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d. From the solutions of (c) we read the Clebsch-Gordan coefficients:

See also

http://en.wikipedia.org/wiki/Table_of_Clebsch-Gordan_coefficients#j1.3D2.2C_j2.3D1.2F2
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